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RESUMO

Atualmente para o produtor agricola tem sido calamitoso lidar com o custo dos insumos agua e
nitrogénio, por escassez, ou pelos precos no mercado nacional e internacional. Nesse trabalho
apresentamos um procedimento computacional de facil implementag¢do, que determina a lamina
de 4dgua e dose de nitrogénio com custo minimo, para um nivel fixo de produgdo, medido via uma
funcdo do tipo Cobb—Douglas. O procedimento estd baseado em uma hibridez entre os métodos
barreira logaritmica e Lagrange, e sua implementagdo foi testada através de ensaios numéricos
que utilizam informagdes na literatura do alface, do melao, da aveia e da cebola. Os niveis
de producgdo (pré-fixados) utilizados, para cada cultura, considera percentuais da produtividade
média conhecida. Os custos da lamina de 4gua e da dose de nitrogénio foram mantidos como
os apresentados na literatura. Em geral, o procedimento mostrou convergéncia e consisténcia
numérica, permitindo a um funciondrio do agronegécio, formar um planejamento 6timo.
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ABSTRACT

Currently, for the agricultural producer, it has been calamitous to deal with the cost of water
and nitrogen inputs, due to scarcity, or due to prices in the national and international markets.
In this work we present an easy-to-implement computational procedure, which determines the
water depth and nitrogen dose at a minimum cost, for a fixed level of production measured via
a Cobb-Douglas type function. The procedure is based on a hybridity between the logarithmic
barrier and Lagrange methods, and their implementation was tested through numerical tests using
information in the literature on lettuce, melon, oats, and onion. The production levels (pre-fixed)
used, for each crop, consider percentages of the known average productivity. The costs of water
depth and nitrogen dose were maintained as presented in the literature. In general, the procedure
showed numerical convergence and consistency, allowing an agribusiness employee to form an
optimal plan.
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1. Introducao

Segundo o MAPA (Ministério da Agricultura, Pecudria e Abastecimento), insumos agricolas
s@o todos os fatores de producdo utilizados com o objetivo de garantir nutri¢do, protecdo, boa
produtividade e qualidade das culturas agricolas. Dentre os insumos, existem dois essenciais e
estratégicos, como sdo dgua e nitrogénio, e sem os quais parece impossivel qualquer producao
agricola. A dgua é um recurso natural indispensavel a sobrevivéncia do homem e dos demais seres
vivos do planeta e € o setor agricola o maior consumidor de dgua. A nivel mundial, a agricultura
consome cerca de 69% de toda a dgua derivada das fontes (rios, lagos e aquiferos subterraneos).
E importante lembrar que a dgua é um fator limitante na produgdo de qualquer cultura agricola
e que tanto a falta quanto o excesso afetam o crescimento e satiide das plantas. A dgua constitui
aproximadamente 90% do peso da planta ou cultura, atuando em praticamente todos 0s processos
fisiolégicos e bioquimicos (Rodrigues e Zaccaria, 2020).

Além da 4gua, o nitrogénio desempenha uma importante fun¢cdo no metabolismo vegetal,
pois participa na biossintese de proteinas e clorofila, como na nutri¢do da cultura. Mais ainda, a
sua deficiéncia pode causar desordem nutricional (Lopes e Guilherme, 2000; Li e Rao, 2003; Pires
et al., 2001). Este insumo garante um desenvolvimento forte e sustentdvel da cultura agricola,
sendo responsavel pelo crescimento e desenvolvimento de raizes, caules e folhas. A planta absorve,
ainda no comecgo da vida, a maior parte do nitrogénio de que precisa € o armazena em seus
tecidos de crescimento. Na realidade, este insumo assume um papel de destaque por fazer parte
de fertilizantes e corretivos agricolas.

Considerando que a demanda de agua e precos do nitrogénio na agricultura brasileira cresce
a cada dia, se faz necessdrio conhecer o custo minimo destes insumos que permitam alcangar
um nivel de producdo confidvel de uma determinada cultura agricola (English e Raja, 1996; Paz
et al., 2000; Aguilera et al., 2013). Os custos com insumos nas produgdes agricolas podem ser
um dos maiores vildes da lucratividade do produtor. Entende-se por custo econdmico de um
insumo agricola a estimativa monetéria desse insumo no mercado. No caso da dgua, embora
o custo de um metro ctibico administrado pela agencia hidrica ANA pareca insignificante, eles
podem ser onerosos se consideramos outros pardmetros como energia elétrica, bombeamento,
entre outros. Seu valor econdmico existe na medida em que seu uso altera o nivel de produgao e
consumo (Da Motta, 1998; Pearce e Turner, 1990; Nogueira et al., 2000). No caso do nitrogénio,
os custos de aquisicdo sdo elevados em funcdo de inimeros fatores. Alguns sdo bem conhecidos,
enquanto outros derivam de particularidades do setor, como a aparente concentracido econdmica
da comercializacdo de fertilizantes no Brasil e as restricdes ambientais a atividade de mineracao.
Sem duvida que o alto nivel de importagao dos fertilizantes e a indexaco de seu preco a variagao
cambial do ddlar americano, afeta os empreendimentos agricolas do pequeno e médio produtor
rural.

Agora, em relagdo a produtividade de uma cultura agricola, entendemos por funcido de
producdo ou resposta agricola, como aquela que expressa a relacdo fisica entre as quantidades
utilizadas de certo conjunto de insumos e as quantidades fisicas mdximas que se podem obter do
produto, para uma dada tecnologia usada (Frizzone et al., 2005). Nesse trabalho consideramos as
func¢des de producio em relacdo aos insumos ou varidveis: 1amina de dgua e dose de nitrogénio.
A literatura da otimizag@o agricola mostra que a quantificacdo da producdo em relagcdo a estas
variaveis normalmente € feita utilizando uma forma biquadratica (modelo polinomial de segunda
ordem), obtida através de um processo de regressao (Frizzone et al., 1995; Bertonha et al., 1999;
Pereira et al., 2003; Frizzone et al., 2005; Monteiro et al., 2006, 2007; De Castro et al., 2007;
Silva et al., 2008; Carvalho et al., 2009). Porém, também existem experi€ncias numéricas que
quantificam a producgao utilizando fung¢des do tipo Cobb—Douglas (Debertin, 2012; Delgado e
Ventura, 2022).

H4 quase um século, Charles W. Cobb e Paul H. Douglas publicaram um estudo no qual
modelaram o crescimento da economia americana em relacdo a mao de obra e ao capital, durante o
periodo de 1899-1922 (Cobb e Douglas, 1928). O modelo provou ser muito preciso. Na atualidade
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o termo funcdo de produgdo tipo Cobb—Douglas tem sido usado para se referir a quase qualquer
funcdo de utilidade produtiva multiplicativa simples (Vaggi e Groenewegen, 2003; Damodar,
2003; Varian, 2010; Besanko e Braeutigan, 2015). Neste trabalho utilizaremos uma fun¢do do
tipo Cobb—Douglas para medir a producdo de uma determinada cultura agricola, em relacdo aos
insumos lamina de 4gua e dose de nitrogénio, e o problema a ser considerado, tem como objetivo,
minimizar os custos dos insumos que permitem alcancar uma determinada producio pré-fixada.

A escolha de uma fun¢do de produgdo do tipo Cobb—Douglas e ndo, por exemplo, uma
funcdo de producio tipo biquadrética, acontece porque para o tipo Cobb—Douglas, nao precisamos
utilizar um método de regressao para determinar a férmula analitica da funcdo, enquanto que no
caso de biquadratica, é necessario a utilizacdo da regressao para determinar os coeficientes que
permitem construir a férmula analitica da fungao.

No que se segue, apresentamos um procedimento computacional baseado em uma hibridez
entre 0 método barreira logaritmica e o método de Lagrange, capaz de determinar uma solucdo
6tima do programa ndo-linear associado ao problema em questao (Bazaraa et al., 2006; Bertsekas,
2016). Podemos dizer que a contribui¢do da proposta computacional apresentada é poder partici-
par na tomada de decisdao de um produtor agricola, ao permitir-lhe conhecer através de um procedi-
mento simples de implementar, o custo minimo dos insumos lamina de dgua e dose de nitrogénio
necessdrios para alcancgar um nivel pré-fixado de produgao.

Por tltimo, até o momento da finalizacdo deste artigo, ndo encontramos na literatura da
otimizagdo agricola uma modelagem similar do problema aqui tratado com o qual pudéssemos
realizar comparagdes numéricas.

2. Material e Métodos

No planejamento agricola (agronegécio) € importante conhecer a ldmina de dgua e dose
de nitrogénio com custo minimo que permitam alcancar uma produgdo pré-fixada. Formalmente,
interessa resolver a familia de problemas:

P(o) minimizar h(w,n) := cuw + cxn
sujeitoa  Y(w,n) :=kw*n' =0, (k>0,0<a<1,0>0) (1)
w,n > 0.

Note que para cada o (nivel de produgdo pré-fixado ou desejado, kg-ha~'), P(o) representa
um problema de programacao nao-linear, onde:
* w — lamina de dgua (mm),
* n —dose de nitrogénio (kg),
* ¢, —custo de uma lamina de dgua (R$ - mm™1),
* ¢, —custo de uma dose de nitrogénio (R$ - kg~h),
* Y(w,n) — fungdo de producdo do tipo Cobb—Douglas de determinada cultura (kg -
ha™1).
Aplicando o logaritmo em ambos os lados de (1), podemos equivalentemente escrever P(o)
por:

minimizar h(w,n)
sujeitoa alnw+ (1 —a)lnn+Ink=Ino ()
w,n > 0.

Sejam 5 :=Ink e y(w,n) := alnw+ (1 — «) Inn + 3. Entdo, para cada o > 0, podemos
escrever o problema de programacao nio-linear anterior por:

minimizar h(w,n)
sujeitoa y(w,n) =Ilno 3)
w,n > 0.
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Para a constru¢do do procedimento desejado, suponha inicialmente dado um pardmetro
p > 0, e associemos ao problema anterior a fungdo estritamente convexa: ¢, (w,n) := h(w,n) —
plnw — plnn (fungdo objetivo e barreira logaritmica associada as restricdes w,n > 0). Entdo,
para cada o > 0, tentamos resolver:
minimizar ¢, (w,n) @
syjeitoa  g(w,n) :=y(w,n) —Ino = 0.
Seja L, (w,n,v) := ¢u(w,n) —vg(w,n), onde v € R sdo os Multiplicadores de Lagrange.
Assim, queremos:

minimizar L, (w,n,v). )

Pelas condigdes de primeira ordem, (w, n,v) resolve (5) se, e somente se, VL, (w,n,v) =
0 (Bazaraa et al. (2006); Bertsekas (2016)). Entao,

OLy(w,nv) _ kv ©)
ow woow
0L, (w,n,v) e po (L-—aju 0 o
on n n
OL,(w,n,v
sl01:0) _ (a0,m) = 0. ®
1_
Sejam z,, = g, Oy = g, Zp = % el, = Ta. Entdo, podemos escrever (6)—(7)—(8)
como o seguinte sistema nao-linear:
Cw — 2w — v =20 (©)]
Cn— 2n —0pv =0 (10)
a, 1-« g
_9 11
won 2 (11)
ZpW = [ (12)
= (13)
Opw = « (14)
Opn=1-—q, (15)

onde w, N, Zy, Zn, Ow,0n > 0e v € R.

Note que € possivel resolver o sistema nao-linear acima pelo método de Newton, onde
a busca por solug@o avanga de maneira iterativa, a partir de um ponto vidvel, e numa direcdo
(Aw, An, Az, Az, Ab,,, Ab,, Av), a qual calculamos através da matriz Hessiana associada
a funcdo vetorial que define o sistema (Bazaraa et al., 2006; Bertsekas, 2016). Neste trabalho,
assumindo que o vetor (w, n, zuy, Zn, O, On, v) satisfaca o sistema anterior € w, n, 2y, 2n, O, O, >
0, além de v € R, procuramos por um vetor de dire¢do tal que o avanco com “tamanho de passo
igual a um”, dado por:

(w4 Aw,n + An, zy + Azy, 2n + Azp, 0y + Ay, 0, + Ay, v + Av), (16)
continue satisfazendo o sistema prévio, isto €,

(2w + Azy) + (O + AbBy) (v + Av) = ¢y (17)

(zn + Azp) + (0, + Aby) (v + Av) = ¢, (18)

(w+ Aw)®(n + An) o = % (19)

(2w + Azy)(w + Aw) = p (20)

(zn + Azp)(n+ An) =p (21)

(0 + AbOy) (w + Aw) = « (22)

(On +Abp)(n+An) =1 — a. (23)
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Note que a solucdo do sistema acima ndo garante a condicdo de ndo-negatividade que
cada iteracdo deve satisfazer. Assim, precisamos introduzir no procedimento a ser construido
um parametro, conhecido como tamanho de passo, o qual reduz o “tamanho de passo igual a um”
na direcao de Newton e garante a ndo-negatividade de cada varidvel. No que se segue assumimos
que ambos os insumos, dgua e nitrogénio, possuem a mesma elasticidade de produgdo o = % Isto
é, que ambas possuem uma estimativa de contribui¢do na fung¢do de producdo de Cobb-Douglas

da ordem de 50%. Nesse sentido, o sistema anterior € modificado em:

(2w + Azy) + (O + Aby) (v + Av) = (24)
(zn + Azp) + (0, + Aby) (v + Av) = ¢, (25)
(w+ Aw)(n + An) = (%) (26)
(2w + Azy)(w+ Aw) = (27)
(zn + Azp)(n+ An) = pu (28)
1
(0 + AbOy) (w + Aw) = 5 (29)
(0, + Aby)(n+ An) = % (30)
Assim, procuramos x := (Aw, An, Az, Az, Ay, A0, Av) T, tal que:
Ax—b, (1)
onde
0 0 1 0 v 0 0Oy
0 0 0 1 0 v 6,
n w 0 0 0 0 O
A=]| 2, 0 w 0 0 0 O , 32)
0 2z, 0n O O O
6y 0 0 0 w 0 O
0 6, 0 0 0 n O

= (f1, fo: f3, fas f5. fo, f7) T, onde f1 := cw — 20 — V0w, fo i= Cn — 2p — VOp, f3 =
(%) —wn, f1 1= g — zpw, f5 1= @ — zxn, fo = % — Opw, fr = % — O,n. Em seguida, o
procedimento desejado.
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PROCEDIMENTO

Dados: k = 1.01, 0, ¢y, cp,w,n,u > 0e7,d,¢; € (0,1), parai = 1,2, 3
1 calcule zy,, 2y, 0w, 05,
2 enquanto solucdo ndo seja encontrada faca

30 preew — 2w — 0wl p2 < len — 20 — Onof;
4 p3<—’(%)2—wn; w7 (cpw + epn+1— 0w —0,n) /4;
5 se < 107% e p; <€, parai=1,2,3 entdo
6 L pare ! solugcdo encontrada;
7 senao
8 b < (f1, f2, f3, fas f5, f6, f7) T
9 ache (Aw, An, Az, Az, Ab,,, Af,, Av) tal que (31) seja satisfeito;
10 Buw 1 R 1
v max{ ,—% ’ " ax{l A”
! B e —
: max{L—%Zz’“’} : maX{L—%ZZ“}
1 1
12 Y O
max{7 %995} max{l,—én}
1
13 -
Pv max{l _ﬁ}
14 w4 w+ BuAw; n <+ n+ BuAn;
15 Zu 4 2w+ B Az Zn 2+ B Az
16 Oy = 0y + BY A0y 0y < 0, + BYAOy;
17 | v v+ ByAv;

Note que os tamanhos de passo 3., 3n, 8, B2, By, By , Bv definidos no procedimento, garan-
tem a ndo-negatividade de cada varidvel. Por exemplo, sew>0,0€(0,1)e

Bu !
v max{l,—% ’
entéo w+ﬁwAw > 0. De fato, note que se =—=* > 1, entdo w+ B, Aw = w—ow = (1-J)w >0
e se 5 < 1, entdo 5 —l,demodoqueAw > —dw > —w (pois 0 < § < 1lew > 0).

Portanto, w + B,Aw = w + Aw > 0.
2.1. Dados Numéricos

Para testar computacionalmente o procedimento proposto, realizamos alguns ensaios numé-
ricos usando como culturas testes: a hortense alface-americana (Lactuca sativa) (Silva et al., 2008),
o fruteiro meloeiro (Cucumis melo) (Monteiro et al., 2006), a forrageira aveia (Avena sativa)
(Oliveira Junior, 2008) e a herbacea cebola (Allium cepa) (Costa e Resende, 2007).

Em Silva et al. (2008), o objetivo foi estudar o efeito da d4gua, do nitrogénio e da interacio
desses fatores sobre os rendimentos produtivos e econdmicos da cultura alface-americana, nas
condi¢des edafoclimdticas de Lavras, sul de Minas Gerais. Nesse trabalho, foi estimada a produtivi-
dade comercial da alface-americana através de uma forma biquadratica e os custos dos insumos

considerados foram: ¢, = 0,44 ( Fe$ ) ec, = 2,09 (%3
Em Monteiro et al. (2006), foi estudado o efeito da lamina de dgua e dose de nitrogénio

sobre o rendimento fisico e econdmico do meloeiro em Pentecoste-CE. Novamente a quantificacio
numérica da produgao foi realizada através de uma funcio biquadratica, e os custos dos insumos

considerados foram: ¢,, = 0,134 ( ) ec, =2,33 ( )
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Ja em Oliveira Junior (2008), foram determinados a méaxima produgdo e o 6timo eco-
ndmico de matéria seca, em relagdo aos insumos lamina de dgua e dose de nitrogénio, na Fazenda
Agua Limpa da Universidade de Brasilia (UnB). Neste estudo, a resposta da aplica¢do dos insumos
na producdo de matéria seca de aveia-preta foi também quantitativamente determinada por uma

funcdo biquadrética, e os custos dos insumos considerados foram: c¢,, = 1,15 <R—$) ecy, =

mm
2,65 (%)
Por 1ltimo, em Costa e Resende (2007), foi feito um estudo extenso sobre o cultivo da
cebola no Nordeste, e o cdlculo da produtividade comercial da cultura foi baseada em dados

obtidos das experiéncias de campo realizadas na Embrapa Semidrido Sistemas de Produc@o. Neste
estudo, a quantificacdo numérica da produtividade foi realizada através de férmulas empiricas, e
os custos dos insumos considerados foram: ¢,, = 13 (%) ec, = 150 (%s).

E importante destacar que destes trabalhos usamos apenas os dados referentes aos custos
da lamina de dgua e dose de nitrogénio, e ndo os referentes as funcdes de producdo. Por isso, ndo
podemos comparar os resultados aqui obtidos com os apresentados nesses artigos. Mais ainda,
note que realmente sdo os custos dos insumos que precisamos conhecer para rodar o programa
P(c). Com relagdo ao pardmetro pré-fixado, consideramos aproximagdes médias de cada cultura
no momento.

3. Resultados e Discussao

A Tabela 1 contém a lamina de 4gua e a dose de nitrogé€nio 6timas que minimizam o custo
da cultura de alface.

Tabela 1: Solucdo 6tima (w*, n*) com custo minimo para a alface.

o(kg-ha=t) | w*(mm) | n*(kg) | cow* + c,n* (RS)
1.250 2.697,34 | 567,86 2.373,66
1.350 2.913,13 | 613,29 2.563,55
1.550 3.344770 | 704,15 2.943,34
1.750 3.776,27 | 795,00 3.323,12

Fonte: os autores.

Aqui os niveis de produgio pré-fixados (o) variam entre 1.250 kg-ha~'e 1.750 kg - ha™!.
Note que para um primeiro incremento de 100 kg - ha~' no nivel de produgio o = 1.250 kg -
ha~', necessitamos aumentar 215, 79 mm na lamina de 4gua e 45,43 kg na dose de nitrogénio,
representando um aumento R$ 189, 89 nos custos dos insumos. Ja quando fazemos um aumento
de 200 kg-ha~"! nos niveis de produciio o = 1.550 kg-ha~'e o = 1.750 kg-ha™!, necessitamos
dobrar a 1amina de dgua para 431,57 mm e a dose de nitrgénio para 90, 86 kg, representando um
aumento de R$ 379,79 nos custos dos insumos. A Figura 1A mostra a curva da restrigdo de
fungdo multiplicativa de Cobb-Douglas kw®n!~% para o = 1.250 kg - ha™!, e os pontos gerados
(w, n) pelo procedimento implementado, convergindo para a solugdo 6timo sobre a curva.

Em relagdo ao valor 6timo da fung@o objetivo do problema nao-linear dado por P(o), a
Figura 1B mostra a curva logaritmica da fungdo objetivo (h(w,n) = ¢, w + ¢, n) sobre a curva de
restri¢cdo dada pela fung@o de Cobb—Douglas e os pontos gerados iterativamente pelo procedimento
e convergindo para o valor 6timo.

A Tabela 2 contém a laminda de dgua e a dose de nitrogénio 6timas que minimizam 0s
custos dos insumos para a cultura do meldo. Aqui os niveis de producao pré-fixados (o) variam
uniformemente de 650 kg - ha™! até 950 kg - ha~! com uma diferenca de R$ 100 kg - ha™ !, e
podemos observar que a diferenga entre um nivel de produgdo (o) e outro, com relagdo a lamina
de dgua € 412 mm e 23, 74 kg com relacao a dose de nitrogénio, o que representa um aumento de
R$ 110, 65 nos custos dos insumos.
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Figura 1: A: curva da restricdo da funcdo de Cobb-Douglas e iteracdes geradas
pelo procedimento, primeiro fora da curva e entdo em cima da curva, convergindo
para o ponto 6timo (2.697,4; 567,86). B: logaritmo dos custos sobre a restri¢do e
iteracdes geradas pelo procedimento, primeiro fora da curva e entdo em cima da curva,
convergindo para o valor 6timo log;((2.373,66) ~ 3, 38.
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Fonte: os autores.

Tabela 2: Solugdo 6tima (w*, n*) com custo minimo para o meldo.

o(kg-ha™t) | w*(mm) | n*(kg) | cow® + cpn* (R$)
650 2.683,59 | 154,34 719,20
750 3.096,46 | 178,08 829,85
850 3.509,32 | 201,82 940,50
950 3.922,18 | 225,57 1.051,14
Fonte: os autores.

A Figura 2A mostra a curva da restricio da funcio de Cobb—Douglas kw®n'~® para o =
750 kg - ha—! e os pontos gerados pelo procedimento implementado, convergindo para a solugio
6tima sobre a curva.

A Tabela 3 contém a lamina de dgua e a dose de nitrogénio 6timos que minimizam os custos
dos insumo para a cultura da aveia. Aqui o nivel de produgdo pré-fixado (o) varia uniformemente
de 550 kg-ha~' até 2.200 kg - ha~' com uma diferenca de 550 kg - ha~'. Podemos observar que
a diferenca entre um nivel de produgéo (o) e outro, em relagdo a lamina de dgua é de 826, 64 mm
e em relagdo a dose de nitrogénio de 358,73 kg, o que representa um aumento de R$ 1.901,27
nos custos dos insumos.

Tabela 3: Solugéo 6timas (w*, n*) com custo minimo para a aveia.

o(kg-ha=t) | w*(mm) | n*(kg) | cow* + c,n* (R$)
550 826,64 358,73 1.901,27
1.100 1.653,28 | 717,46 3.802,53
1.650 2.479,91 | 1.076,19 5.703,80
2.200 3.306,55 | 1.434,92 7.605,07
Fonte: os autores.
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Figura 2: A: curva da restri¢do da fun¢do de Cobb—Douglas e iteracdes geradas pelo
procedimento, primeiro fora da curva e entdo em cima da curva, convergindo para
o ponto 6timo (3.096,46; 178,08). B: logaritmo dos custos sobre a restri¢do e
iteracdes geradas pelo procedimento, primeiro fora da curva e entdo em cima da curva,
convergindo para o valor 6timo log;( (829, 8513) ~ 2,9190.
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Fonte: os autores.

A Figura 3A mostra a curva da restri¢io da fungio de Cobb—Douglas kw®n!~® parar o =
1.650 kg - ha=! e os pontos (w, n) gerados pelo procedimento implementado, convergindo para a
solucdo 6tima sobre a curva.

Finalmente, a Tabela 4 contém a 1dmina de 4gua e a dose de nitrogénio 6timas que minimizam
os insumos da culture de cebola.

Tabela 4: Solucdo 6tima (w*, n*) com custo minimo para a cebola.

o(kg-ha™t) | w*(mm) | n*(kg) | cow® + cpn* (R$)
447 1.503,35 | 130,29 39.087,10
570 1.917,02 | 166,14 49.842,61
680 2.286,98 | 198,20 59.461,36
894 3.006,70 | 260,58 78.174,20

Fonte: os autores.

Aqui os niveis de produgio pré-fixados (o) variam entre 447 kg-ha~' e 894 kg-ha~!. Note
que para um primeiro incremento de 123 kg-ha ™! no nivel pré-fixado desejado o = 447 kg-ha™!,
necessitamos um aumento de 413, 67 mm na lamina de agua e de 35, 85 kg na dose de nitrogénio,
0 que representa um aumento no custos dos insumos de R$ 10.755,51. Por outro lado, quando
fazemos um incremento de 110 kg - ha™! no nivel de produgido desejado o = 570 kg - ha™*,
necessitamos um aumento de 369, 96 mm na lamina de 4gua e de 32, 06 kg na dose de nitrogénio,
o que representa um aumento de R$ 9.618,75 nos custos dos insumos. Finalmente, quando
fazemos um aumento de 214 kg - ha~! no nivel de producio desejado o = 680 kg - ha ",
necessitamos um aumento de 719, 72 mm na lamina de dgua e de 62, 38 kg na dose de nitrogénio,
0 que representa um aumento de R$ 18.712, 84 nos custos dos insumos.
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Figura 3: A: curva da restri¢do da fun¢do de Cobb—Douglas e iteracdes geradas pelo
procedimento, primeiro fora da curva e entdo em cima da curva, convergindo para
o ponto 6timo (2.479,91; 1.076,19). B: logaritmo dos custos sobre a restri¢do ¢
iteracdes geradas pelo procedimento, primeiro fora da curva e entdo em cima da curva,
convergindo para o valor 6timo log;(5.703,8027) ~ 3, 7562.
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Fonte: os autores.

A Figura 4A mostra a curva da restri¢do da funcio de Cobb-Douglas kw®n!'~, para o =
894 kg - ha=! e os pontos (w, n) gerados pelo procedimento implementado, convergindo para a
solugd@o Gtima sobre a curva. Em relac@o a fungdo objetivo (h(w,n) = ¢, w + ¢,n) do problema
ndo-linear P(c), a Figura 4B mostra a curva logaritmica da fun¢éo objetivo sobre a restricdo da
fun¢do de Cobb-Douglas e os pontos (w, n) gerados iterativamente pelo procedimento, convergin-
do para o valor 6timo.

Em relacdo a discussao dos resultados obtidos (ver tabelas e figuras), podemos observar em
primeiro lugar que para cada cultura e ensaio numérico realizado, qualquer aumento no nivel de
produgdo pré-fixado ou desejado (o), leva naturalmente a um aumento na lamina de dgua 6tima
(w*) e dose de nitrogénio Gtima (n*), e portanto a um aumento no custo 6timo dos insumos
(cww + cpn). Como dissemos, nos ensaios numéricos praticados, inicialmente consideramos uma
aproximacdo média da producdo de cada cultura: o = 1.250 kg - ha™! para alface-americana,
o = 650 kg-ha~! parao meldo, 0 = 550 kg-ha~' paraaaveiae o = 447 kg-ha™! para a cebola.
Em seguida, fizemos aumentos da produgdo pré-fixada de forma ndo necessariamente uniforme,
como foi nos casos das culturas alface-americana, aveia e cebola. Para estas culturas consideramos
simplesmente pequenos aumentos percentuais. Finalmente, ndo deixa de ser interessante observar
que nas culturas alface-americana, meldo e aveia, os aumentos nos custos 6timos encontrados sao
discretamente pequenos em comparacdo com a cultura da cebola. Sem duvida, isso se deve ao
grande aumento nos custos da ldmina de 4gua e dose de nitrogénio de essa cultura em comparacao

com o resto: ¢, = 13 (%) e cp = 150 (%j)'

4. Conclusoes

Apresentamos um procedimento computacional que minimiza o custo de dois insumos
agricolas essenciais em qualquer lavoura, 4gua e nitrogénio, para um nivel pré-fixado de produtivi-
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Figura 4: A: curva da restri¢do da fun¢do de Cobb—Douglas e iteracdes geradas pelo
procedimento, primeiro fora da curva e entdo em cima da curva, convergindo para
o ponto 6timo (3.006,70; 260,58). B: logaritmo dos custos sobre a restri¢do e
iteracdes geradas pelo procedimento, primeiro fora da curva e entdo em cima da curva,
convergindo para o valor 6timo log;((78.174,20) ~ 4, 89.
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Fonte: os autores.

dade da hortense alface, o fruteiro meloeiro, a forrageira aveia e a herbacea cebola. Baseamos o
procedimento em uma ‘“hibridez” entre o método barreira logaritmica e o método de Lagrange,
e que em geral, mostrou convergéncia e consisténcia numérica. Considerando que os pregos e
demandas dos insumos dgua e nitrogénio crescem a cada dia, e sabendo que eles representam
uma calamidade lucrativa para o produtor brasileiro, se faz necessario desenvolver procedimentos
computacionais simples de implementar, capazes de informar ao produtor o quanto € o minimo a
ser gasto nesses insumos para alcancar uma determinada producdo pré-fixada. Nessa direcdo, €
importante ressaltar que o procedimento computacional aqui apresentado representa uma contri-
buicdo para a tomada de decisdes do produtor agricola. Mais ainda, as tabelas apresentadas
mostram ao produtor a 1dmina de 4gua e dose de nitrogénio 6timas com custo minimo, quando
é realizado um aumento na produtividade média pré-fixada. Ja as figuras descrevem uma curva
de pontos no plano gerados iterativamente pelo procedimento e convergindo a uma solug@o 6tima
aproximada de cada P (o). Novamente, é importante observar que para rodar computacionalmente
os programas nao-lineares P(o), apenas necessitamos conhecer os custos atuais dos insumos
lamina de dgua e dose de nitrogénio (cy, ¢,,). Novamente, destacamos que ndo foi possivel fazer
nenhuma comparacao dos resultados obtidos com outros trabalhos da literatura, por ndo encontrar
(até o momento da finalizag¢do deste artigo) modelos semelhantes com o aqui apresentado. Final-
mente, seria interessante realizar novos testes numéricos para outras situagdes da elasticidade dos
insumos, por exemplo, onde a contribuicdo da lamina de dgua seja da ordem de 30% e da dose de
nitrogénio de 70% entre outros.
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